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Углеродные точки в жидких средах

1. Интенсивная, стабильная по времени 

фотолюминесценция (ФЛ).

2. Чувствительность ФЛ УТ к изменениям 

параметров среды – в том числе, к 

наличию различных ионов

1Vervald et al., J. Phys. Chem., 2023

1Vervald et al., J. Phys. Chem., 2023

Свойства УТ:

(a): ФЛ УТ в растворе с солями тяжелых 
металлов в концентрации 6 mM 1

(b): Тушение ФЛ УТ в растворе соли 

Cr(NO3)3 в концентрации 0-6 мМ 1

Углеродные точки (УТ) – наночастицы 

с углеродным ядром и химически 

разнообразной поверхностью

Cr2+>Cu2+>Co2+>Ni2+>Al3+
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https://books.google.ru/books?id=vOx-QV3sRQsC&lr=&redir_esc=y
https://pubs.acs.org/doi/10.1021/acs.jpcc.3c05231?ref=PDF


Схема применения сенсора 
на основе УТ

Chugreeva et al. 2024

Chugreeva et al. 2024

1. Пробоотбор 2. Спектральный анализ

образца

Характеристики УТ:
Гидротермальный метод синтеза: 

190 °C, 4 часа.

Прекурсоры: Этилендиамин;

Лимонная кислота.

Концентрация УТ в растворе: 5 мг/л

3-мерная сетка 

концентраций ионов:

Cu2+, Ni2+, Pb2+, Co2+, Al3+, Cr3+, 
NO3

-

3. Решение обр. з. 

спектроскопии с помощью 

искусственных нейронных 

сетей
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λрег: [375, 576] нм; 

шаг 1 нм
λвозб: [280, 410] нм; 

шаг 5 нм

https://link.springer.com/article/10.3103/S0027134924702308
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1386142522011519?via%3Dihub


Цель:

1. Сформировать разные входные признаки спектров.

2. Применить СКА и референсные методы 

к обратной задаче спектроскопии.

3. Провести сравнительный анализ эффективности алгоритмов.

4. Исследовать интерпретационные возможности СКА.

Задачи:
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Определение концентрации искомых ионов 

в водных средах по спектрам фотолюминесценции 

УТ с помощью сетей Колмогорова-Арнольда.



Длина возбуждения, нм

Обратная задача спектроскопии. 
Параметризация спектра

И
н

те
н

с
и

вн
о

с
ть

, 
а

б
с

. 
е

д
.

Длина испускания, нм

Спектр ФЛ УТ
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Обратная задача спектроскопии. 
Параметризация спектра

Описание спектра 5-ю величинами:

1. I - Максимальная интенсивность

2. x (y) - Положение максимума

3. Ch
x(y) - Положение центра ширины на 

полувысоте

4. wx(y) - Ширина на полувысоте

5. Sx(y) – Интегральная интенсивность

6. rx(y) - Разность площадей правого и 
левого крыльев спектров.
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Если 𝑓 𝒙 — это непрерывная функция
нескольких переменных, 
то 𝑓 𝒙 можно записать в виде
конечной композиции непрерывных функций 
одной переменной 
и бинарной операции сложения.

𝑓 𝒙 = 

𝑞=1

2𝑛+1

𝜱𝒒 

𝑝=1

𝑛

𝝓𝒒,𝒑 𝑥𝑝
𝝓𝒒,𝒑: 0,1 → ℝ

𝜱𝒒: ℝ→ℝ

А.Н. Колмогоров: О представлении непрерывных функций нескольких переменных 

в виде суперпозиций непрерывных функций одного переменного и сложения. 1957

Теорема Колмогорова-Арнольда
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KAN: Kolmogorov-Arnold Networks, Ziming Liu et.al., 2024

https://arxiv.org/abs/2404.19756

Персептрон и СКА

Персептрон СКА

Фиксированные функции 

активации в вершинах

Обучаемые веса 

на ребрах

Суммирование 

в вершинах

Обучаемые функции 

активации в вершинах
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https://arxiv.org/abs/2404.19756


Результаты обучения

Средняя абсолютная ошибка 

(САО) задается формулой: 

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 𝑦𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑
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Результат:

СКА демонстрирует 

точность на равне и 

лучше референсных 

методов.

Однако уступают СНС 
на полных картах ФЛ

*СНС использовала полные карты ФЛ в качестве входных данных



Интерпретация СКА
2. Стандартная 

визуализация СКА

1. Отбор входных признаков

2. Информация о 

распределении данных

3. Улучшенная 

визуализация СКА
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Реперный 
канал



Интерпретация СКА. Cr3+
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Средняя квадратичная ошибка 

(СКО) задается формулой: 

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 (𝑦𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑

)2

СКО = 0.011 | R2 = 0.909
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Интерпретация СКА. Cr3+
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Реперный 
канал

Визуальный анализ:

1. Корреляция (Ch
x, конц. Cr)

2. Корреляция (wx, конц. Cr)

3. Парабол-ая зав-ть (Ch
y, конц. Cr)

4. Антикорреляция (wy, конц. Cr)

5. Корреляция (Sy, конц. Cr)

1 2 3 4 5

Концентрация Cr3+ 1

2 3

4 5

Репер. к.



Интерпретация СКА. Cr3+
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Реперный 
канал

Визуальный анализ:

1. Корреляция (Ch
x, конц. Cr)

2. Корреляция (wx, конц. Cr)

3. Парабол-ая зав-ть (Ch
y, конц. Cr)

4. Антикорреляция (wy, конц. Cr)

5. Корреляция (Sy, конц. Cr)

1 2 3 4 5

Концентрация Cr3+
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Интерпретация СКА. Cr3+
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Концентрация Cr3+

Реперный 
канал

Визуальный анализ:

1. Сдвиг спектра в красную обл.

2. Уширение спектра вдоль x.

3. Новый инф. канал.

4. Сужение спектра вдоль y.

5. Факт тушения флуоресценции.

1 2 3 4 5
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Интерпретация СКА. Ni2+
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Средняя квадратичная ошибка 

(СКО) задается формулой: 

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 (𝑦𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑

)2

СКО = 0.121 | R2 = 0.00
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Интерпретация СКА. Ni2+
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Средняя квадратичная ошибка 

(СКО) задается формулой: 

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 (𝑦𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑

)2

СКО = 0.105 | R2 = 0.124
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o Сети Колмогорова-Арнольда (СКА) – перспективный аналог 

полносвязных нейронных сетей. 

o В обратной задаче спектроскопии СКА не уступает в точности 

персептрону, случайному лесу и градиентного бустинга;

o Интерпретация СКА позволяет выявлять неочевидные 

закономерности работы модели и проводить их анализ;

o Интерпретируемость СКА ограничивается сложностью 

рассматриваемой задачи и используемой архитектуры СКА

Выводы
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Возможность интерпретации СКА на рассматриваемых ионах:

Тип иона Cu2+ Ni2+ Pb2+ Co2+ Al3+ Cr3+ NO3
-

+ - - + + + -



Спасибо за внимание!
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Модификация СКА: λ-СКА

т. Колмогорова-Арнольда (1957)
т. Колмогорова-Арнольда-Кахане1 

(1975)
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MNIST. Обучение чувствительности λ-СКА
Обучение чувствительности моделей линейной регрессии и обучаемой λ-СКА:

Интерпретация линейного 

классификатора на задаче MNIST 

[источник]

Интерпретируемая архитектура 

на основе λ-СКА
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https://colab.research.google.com/drive/1jP_wPi_zaijPvNQvZMq0Tt2YnHOtIF5-#scrollTo=1Y2p8Uv2Ukk_


Обратная задача спектроскопии. 
Параметризация спектра

Описание спектра 5-ю величинами:

1. I - Максимальная интенсивность

2. C - Положение максимума

3. wth - Ширина на полувысоте

4. Ch - Положение центра ширины на 

полувысоте

5. rat - Отношение площадей 
правого и левого крыла спектров.И
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Длина волны, нм

Спектр ФЛ УТ

λвозб=350 нм
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Интерпретация СКА. Простая задача

Длина волны, нм
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Средняя квадратичная ошибка 

(СКО) задается формулой: 

1

𝑁
σ𝑖=1
𝑁 (𝑦𝑖

𝑡𝑟𝑢𝑒 − 𝑦𝑖
𝑝𝑟𝑒𝑑

)2



Длина волны, нм
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Визуальный анализ:

1. Антикорреляция (I, конц. Cr)

2. Корреляция (c, конц. Cr)

3. Антикорреляция (rat, конц. Cr)
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Интерпретация СКА. Простая задача



KAN: Kolmogorov-Arnold Networks, Cristian J. Vaca-Rubio, Luis Blanco, Roberto Pereira, Màrius Caus. 2024

https://arxiv.org/abs/2404.19756

В качестве базиса будем использовать B-сплайны.

Преимущества B-сплайнов в 

качестве базисных функций:

1. Однозначно задаются 

узлами сетки.

2. Локальность определения

3. Возможность адаптивно 

изменять точность сетки.

Функции активации СКА. Базис
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https://arxiv.org/abs/2404.19756


Интерпретация СКА
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Интерпретация СКА

4. Приведение к аналитической формуле

2. Обученный СКА

𝑥, 𝑥2, 𝑥3, …

sin 𝑥 , cos 𝑥 , tg 𝑥 , … 

𝑒𝑥, tanh(𝑥), …

…

3. Аппроксимация 

актив. функций
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Интерпретация λ-СКА

Основной результат: чувствительность λ-СКА 
к входному вектору 𝑥𝑝 ~ λ-вектору при соблюдении 2 условий:

Тогда, дифференцируя модель и усредняя по входному 
пространству:

Условие №1: 𝜱(⋯) и 𝝓 ⋯  – независимы.  
Условие №2: 𝑥𝑝 - имеют близкие распределения
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Интерпретация λ-СКА. Cr

Косинусная мера – косинус угла между λ-вектором и 

градиентом модели по входным переменным
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Интерпретация λ-СКА. Cr
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Анализ Шепли – интерпретационный метод, основанный на концепции 

значений Шепли из теории совместных игр.

Градиентный анализ – интерпретационный метод, основанный на анализе 

градиентов модели по входным переменным.
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Интерпретация λ-СКА. Cr 
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метод атрибуции СКА λ-вектор λ-СКА

Метод атрибуции СКА – метод оценки важности признаков для СКА, 

предложенный авторами Liu et.al. (https://arxiv.org/abs/2404.19756)

Результаты получены на 10 запусках обучения СКА и λ-СКА.
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https://arxiv.org/abs/2404.19756


𝜕𝑓 𝒙
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𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 = 

𝑞=1
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𝜕

𝜕𝑥𝑖
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Интерпретация λ-СКА





𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 ∙ 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙
𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝝓𝒒 𝑥𝑝 =



𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 ∙ 𝜆𝑖 ∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖 =

𝜆𝑖 ∙ 

𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 ∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖 =
𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖

Интерпретация λ-СКА



𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
= 𝜆𝑖 ∙ 

𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 ∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖

𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
𝑋

= 𝜆𝑖 ∙ 

𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝 ∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖

𝑋

=

𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
𝑋

= 𝜆𝑖 ∙ 

𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝

𝑋

∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖 𝑋
=

Xing Liu

Независимость 𝜱 и 𝝓 
(Xing Liu)

Интерпретация λ-СКА

https://spiral.imperial.ac.uk/handle/10044/1/30762


𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
𝑋

= 𝜆𝑖 ∙ 

𝑞=1

2𝑛+1

ሶ𝜱𝑞 

𝑝=1

𝑛

𝜆𝑝 ∙ 𝝓𝒒 𝑥𝑝

𝑋

∙ ሶ𝝓𝑞 𝑥𝑖 𝑋
~𝜆𝑖

Не зависит от 𝑥𝑖

Предполагаем, что 

𝑥𝑖 имеют одинаковое 

распределение

𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
𝑋

~ 𝜆𝑖

𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖
𝑋

~ 𝜆𝑖
𝜕𝑓 𝒙

𝜕𝑥𝑖

2

𝑋

~ 𝜆𝑖
2

В итоге, 𝜆𝑖 характеризует чувствительность 

модели к 𝑥𝑖

Интерпретация λ-СКА
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Интерпретация λ-СКА. Все ионы
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Метод атрибуции СКА λ-вектор λ-СКА Метод атрибуции СКА λ-вектор λ-СКА

Метод атрибуции СКА λ-вектор λ-СКАМетод атрибуции СКА λ-вектор λ-СКА



КАН на простейших задачах

𝑓 𝑥1, 𝑥2 = exp sin 𝜋 ⋅ 𝑥1 + 𝑥2
2

Простейшая СКА 
с одним скрытым слоем

Тестовая функция 2-ух переменных:

𝑥1 𝑥2

𝑓, 𝑔
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Число параметров
модели

Варьируем число нейронов в скрытом 
слое
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